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摘 要 

 

 打劫問題在圍棋裏佔據了一個十分重要的位置。在過去圍棋的打劫問題研究

上，由於雙方各種走法的組合過於繁複，因此並未能考慮到所有可能獲得更大利

益的情況。本論文重新的探討在本劫的條件下圍棋的打劫策略。首先，我們在打

劫過程中將所有可能發生的情況都納入考慮，來確保不會有可能獲得更大利益的

情況被忽略，利用 MiniMax 的搜尋原則建構出打劫的流程圖。接下來利用 bottom 

up 的方法來比較雙方的利益差，將不可能走到的分支砍掉，來找到正確決策的

判斷式，因此我們可以得到在不同劫爭價值、有價值棋步、雙方劫材下最佳的決

策。 

 

關鍵詞 ：電腦圍棋、劫爭、打劫、劫材、本劫、損劫、最大最小搜尋法 
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ABSTRACT 

 Ko fight plays a very important role in Go. How to get the best profit for all 

possible situations has not been shown in the past study of ko fight problem, because 

it has a huge number of possible outcomes. In this thesis, we reconsider the optimal 

strategies over all the possible situations, which could be happened during the process 

of the ko fight. We build a flow chart of ko fight for each situation by MiniMax 

search tree. By comparing the difference of the profits between two subtrees, we then 

prune the worse branches of the game tree in a bottom-up fashion. Finally, we find the 

correct decision formulas for all possible situation. Therefore, we can find the best 

strategy in a ko fight with the consideration of ko threats and valuable moves.     

 

Keywords: Computer Go, Ko, Ko Fight, Ko Threat, Real Ko, Damage Ko, 

MiniMax Search 
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第一章  緒論 

 

第一節  前言 

 圍棋起源於中國古付，推測起源時間為大約公元前六世紀。傳說堯的兒子丹

朱頑劣，堯發明圍棋以教育丹朱，陶冶其性情。圍棋的最早可靠記載見於春秋時

期的《左傳》。戰國時期的弈秋是鑑於史籍的第一位棋手。南北朝時候，棋盤定

型為現在的 19 路棋盤，並且出現了評定棋手水準的圍棋九品制[11]。圍棋逐漸

成為中國古付知識階層修身養性的一項必修課程，為「琴棋書畫」四藝之一。唐

付出現了棋待詔官職。著名棋手王積薪作「圍棋十訣」，在現付圍棋中依舊適用。

明付王世貞寫了一篇《弈問》，回答了圍棋的種種疑問。 

 

 清朝初年，出現了中國古付圍棋發展的一個高峰期。大批著名棋手湧現，留

下大量名局棋譜，如黃龍士與徐星友的「血淚篇」、施襄夏與范西屏的「當胡十

局」。同時，圍棋理論的研究亦達到一個高峰，付表作有徐星友的《兼山堂弈譜》

和施襄夏的《弈理指歸》等。 

 

圍棋在公元 7 世紀傳入日本，很快就流行於宮廷和貴族之中。戰國末期，豐

臣秀吉設立「棋所」，德川幕府時付，出現了在天皇或將軍面前對弈的「御城棋」，

日本圍棋逐漸興盛，出現了本因坊、安井、井上、林等圍棋世家。其中坊門尤其

人才輩出，先後出現了道策、秀策、秀甫、秀榮等傑出棋士。日本圍棋由於廢除

了中國古付圍棋的座子制(古付中國圍棋是放四個座子，就是兩黑兩白放在對角

星的位置上，雙方在這個基礎上開始佈局)，佈局理論得以極大發展。[10,12] 

 

 

http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%88%98%E5%9B%BD
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%B0%E8%87%A3%E7%A7%80%E5%90%89
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E4%B8%B0%E8%87%A3%E7%A7%80%E5%90%89
http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E6%A3%8B%E6%89%80&action=edit&redlink=1
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BE%B7%E5%B7%9D%E5%B9%95%E5%BA%9C
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E5%BE%A1%E5%9F%8E%E6%A3%8B
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E6%9C%AC%E5%9B%A0%E5%9D%8A
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E9%81%93%E7%AD%96
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%A7%80%E7%AD%96
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%A7%80%E7%94%AB
http://zh.wikipedia.org/wiki/%E7%A7%80%E6%A6%AE
http://zh.wikipedia.org/w/index.php?title=%E5%BA%A7%E5%AD%90%E5%88%B6&action=edit&redlink=1
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 現今，圍棋這遊戲已經普及到全世界，但最盛行的還是在亞洲，不只是下棋

的人口多，也有職業的比賽以及棋手的培養，台灣、中國、日本及韓國可以說是

目前圍棋發展最鼎盛的國家。 

  

 圍棋的規則簡單且變化複雜的特性，使對弈者能夠自由的在棋盤上發揮創造

力，建構出自己的一套風格。因此圍棋不只是被大家視為一個益智遊戲，也被認

為是一門藝術。 

 

 打劫問題在圍棋中也佔據了一個十分重要的地位，在對局中也是時常發生打

劫的情形。即使是世界頂尖的圍棋大師也不一定能完全的打好劫爭，甚至因此影

響勝負。如世界頂尖的棋手李昌鎬，在 2009 年的第七屆春蘭盃圍棋賽的決勝局

中，李昌鎬執白子，對決中國棋手常昊執黑子。在中盤時根據一流棋士認為李昌

鎬的形勢大優。常昊只好開始做最後的努力，認為中央白棋存在一些弱點是黑棋

最後的機會。接下來白棋在中央使用打劫做活，圖 1.1 所示。白棋 182 手於中央

造劫，黑棋於 183 手選擇提劫，但是在打劫的過程中，白方 184 手找劫材出現重

大的錯誤，導致李昌鎬中央勉強做活，但是在上邊付出了重大的付價。如果白方

在左邊 185 位尋劫的話，常昊的劫材明顯不夠。在上邊白棋被黑棋穿破，最終上

邊的白棋全死。最終結果為圖 1.2 所示，常昊中盤獲勝。[7,8] 
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圖 1.1 第七屆春蘭盃圍棋賽的決勝局-常昊執黑對李昌鎬執白[7] 
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圖 1.2 第七屆春蘭盃圍棋賽的決勝局結束盤面-常昊執黑對李昌鎬執白[7] 

 

 

 

 

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

                  

 



5 

 

第二節  圍棋的相關知識 

 圍棋的規則一般來說有分為《中國圍棋規則》、《日本圍棋規則》及《應氏圍

棋規則》，但是其基本的原則卻是大同小異，而基本圍棋規則共有五點，只要遵

守基本的五條規則，就可以下在盤面的任何位置。基本規則為以下五點： 

 

(1). 執黑先下，交互下子 

 圍棋的棋子分為白子及黑子，執黑子的黑方先下，輪流下子，每次只能下一

子，下子的地方為棋盤上線與線的交叉點。 

 

(2). 佔地多者勝 

 圍棋是爭地的遊戲，哪一方圍的地域大誰就是勝方。圍棋棋盤上共有三百六

十一個交叉點，一盤棋的勝負就是由對局雙方所佔據的交叉點的多少所決定的，

更精確地說就是雙方活棋所佔據的地域大小來決定的。一個交叉點為一子，雙方

各以一百八十又二分之一為基本數，超過此數者為勝，不足者為負。 

 

(3). 氣盡提取 

 棋子落在棋盤上後，與棋子相鄰的空點稱之為「氣」，如圖 1.3(a)， 

打 X 處即為黑子的氣；當相同顏色的棋子相連在一起，則彼此的氣就共用，如

圖 1.3(b)，兩顆黑子共有打 X 處所標示的六氣；沒有氣的棋子是沒有生命力的，

也不允許存在棋盤上，因此一旦棋盤上的棋子處於無氣狀態，則可以提掉，如圖

1.3(c)，黑子被白子包圍，黑方只剩下(I)處一氣，白方只要在下一子在(I)處即可

將兩顆黑子提掉。 
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圖 1.3 棋子的氣 

 

(4). 禁著規則 

 在圍棋裏，下在周圍沒有氣，並且又不能吃掉對方棋子的地方，都稱為「禁

著點」。如圖 1.4(a)所示，棋盤上標示(I)、(II)及(III)處的空地被黑棋包圍，當白子

落在這些空地時，會造成沒有氣的情況，因此對白方來看為禁著。圖 1.4(b)，兩

顆黑子被白子包圍，剩下標示(I)處的一氣，當黑子下在此處時，會造成零氣的情

況，因此對黑方來看也為禁著。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1.4 圍棋的禁著 
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    但下在周圍沒有氣，卻可以吃掉對方棋子的地方，為禁著的例外。圖 1.5(a)

所示，黑子下在標示(I)處會造成此處的黑棋零氣，但是卻可以提吃掉三顆白子成

為圖 1.5(b)的結果，因此(a)中標示的(I)處不為黑方的禁著。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 1.5 禁著的例外 

 

(5). 打劫的規則 

 相互可以提掉對手的一個棋子的棋型稱之為「打劫」。被提吃的一方，必頇

至少隔一手才能提回來。圖 1.6(a)所示，此時黑方剛提吃了一顆白子，會形成一

個輪白方叫吃一顆黑子的棋型，如果此時白棋再將黑子提吃回來，如圖 1.6(b)，

又會形成原本的情況，輪黑方叫吃一顆白子的棋型，若雙方互不相讓地反覆提來

提去，則將永無休止，棋局將會受到阻礙。因此為了消除這種困擾，規定在打劫

的情況下，被提吃的一方不得立即回提，需要在他處下一子後，輪到該方下子時

才可以提吃回來。如圖 1.6(c)所示，黑方剛提吃了一顆白子後，白方先下一手在

其他的位置(1)，假使黑方下在位置(2)，白方此時才可將劫提回來，下在(3)的位

置。 
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圖 1.6 打劫的規則 

 

第三節  論文架構   

 本篇論文共分為四章。第二章介紹打劫問題的定義與描述，並且探討了之前

的研究成果，還有我的研究動機。接下來的第三章為本論文的主體，在單一劫爭

為本劫的條件下，將打劫過程中所有可能發生的情況都納入考慮，研究本劫最佳

的打劫策略，最後並探討了有價值棋步循環的問題。在本劫的使用上，以求獲得

最大或是損失最小的結果。依據探討的結果，我們可以得到一個 linear time 的演

算法，快速的決定下一步的最佳策略。第四章進一步討論在單一劫爭為本劫，考

慮使用損劫的條件下的情況，目前已找出損劫是否使用的條件判斷式，但此部分

尚未完全的證明出來。第五章則是結論與未來的研究方向。 
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第二章  打劫問題與文獻探討 

 

第一節  打劫問題的定義與描述 

 給定一個已知的劫爭盤面，先對棋盤上的落子分布進行分析，盤面分析後得

到劫爭的價值、雙方目前的劫材總數及其價值、有價值棋步的價值。對於劫爭問

題，我們輸入的資料為劫爭價值、雙方的劫材、有價值棋步；輸出為雙方在此劫

爭中能獲得的最佳利益、雙方使用劫材及取得有價值棋步的時機。打劫問題架構

如圖 2.1 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.1 打劫問題結構圖 

 

 針對打劫這個局部的戰爭，我們不考慮先前的盤勢以及雙方之前的利益，只

對目前的盤面做處理，因此做了以下的假設： 

 所有的棋步價值是可以量化的。 

 提劫與消劫不會產生或是改變劫爭的價值、劫材及有價值棋步的數量及價

值。 

 劫材的使用不會產生或是改變劫爭的狀態與價值、劫材及有價值棋步的數量

及價值。 

 

 

我們的演算法 

輸入： 

劫爭價值 

黑白方劫材資訊 

有價值棋步 

輸出： 

雙方利益差 

最佳的手順 
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 有價值棋步的使用不會產生或是改變劫爭的狀態與價值、劫材及有價值棋步

的數量及價值。 

 

第二節  文獻探討 

 2003 年，國立台灣師範大學資訊工程所黃士傑的碩士論文《電腦圍棋打劫

的策略》[9]首先對劫爭問題進行了研究。他在論文中對於本劫的問題進行討論，

考慮在沒有損劫的情況下訂定了一套策略，也詳細的探討了劫材的運用。首先透

過棋步價值的定義，進而定義了劫爭、劫材及有價值棋步的價值，接著詳細的描

述了劫材的種類，根據劫爭和劫材的價值來探討使用策略。隨後利用打劫的流程

圖導出黑白雙方的利益差，根據 MiniMax 搜尋的原則來推導了使用劫材的條件，

再透過這些條件來判斷雙方的劫材個數，直到檢查出雙方在劫爭中能夠獲得之利

益。 

    在[9]中，首先分別定義參數：劫爭價值 k、黑白方劫材 bi 和 wi、有價值棋

步 X=(x1,x2,x3,...),x1 ≥ x2 ≥ x3...> 0、Xeven=x2+x4+x6+...、Xodd=x3+x5+x7+...。以及雙

方劫材價值下限 BKTVL 和 WKTVL，來判斷劫材是否使用。接著根據白方七種

下法來決定黑方最佳的下一步，其中最關鍵的部份在於找劫材時的策略，檢查雙

方的劫材分布來決定下一步，在三種分布中，設定雙方劫材價值的下限，然後可

得到雙方符合條件的劫材數 m 和 n，以判別是否屬於目前檢查的劫材分布；雙

方的劫材分布分為以下三種：  

 

分布一.我方(黑方)一定能取得大於或等於 k+Xodd-(x1+Xeven)的利益 

BKTVL=2(k+Xodd-Xeven) 

WKTVL=2x1+1 

若 m > n 就符合此種分布，則黑方下 b1。若不符合，則檢查劫材分布二。 
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分布二.我方一定取得大於或等於零的利益 

將 BKTVL 與 WKTVL 一個遞增一個遞減的設定，依序檢察雙方的劫材數。 

如以下 pseudo code： 

for(i=1;i≦k+Xodd-(x1+Xeven);i++) 

{ 

BKTVL=[x(k+Xodd-Xeven)]-i; 

WKTVL=(2x1+1)+i; 

(求得黑方白方符合條件的劫材數分別為 m,n); 

if(m>n) break; 

} 

檢查過程中只要符合 m>n，跳出迴圈後下 b1。若不符合，則檢察劫材分布三。 

 

分布三.我方一定遭受損失 

BKTVL=k+x1+Xodd-Xeven 

WKTVL=k+x1+Xodd-Xeven+1 

若 m≦n 就符合此種分布。比較 x1與 bu-x1，若前者不小於後者就下 x1，否則下

bu。(bu 為小於劫材價值下限的劫材中，價值最大的那一個) 

 

    [9]中用流程圖(圖 2.2)來表示打劫的過程，在這個模擬打劫的流程圖模組

裡，分析每個分支最後的利益差，bottom-up 後分別判斷黑白雙方符合劫材價值

下限的劫材個數，以計算出在劫爭中能得到的最大利益，並且針對打劫過程中雙

方的應手，訂出了使用劫材的順序或是消劫的決定等。 

 

 但是在此打劫的過程中，由於在許多地方是用很直觀的方法來決定策略，而

未能考慮到所有獲得更大利益的情況，因此有一些情況並不能取得到最佳解。 
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圖 2.2 打劫的流程圖[9] 

 

白方剛提劫 

本劫的打劫

條件成立? 

黑不打劫

下 x1 

黑下 b1 

白應劫 白消劫 

黑提劫 

白下 w1 

黑應劫 黑消劫 

白提劫 

黑下 b2 黑下 x1 

白應劫 白下 x2 白消劫 

黑提劫 

白下 x1 白下 w2 

黑下 x3 

黑下 x2 黑應劫 黑消劫 

白提劫 

黑下 b3 

白取得 w1利益 

黑取得 b1利益 

黑取得 b1利益 

白下 x1 

黑下 x2 

白下 x3 

白消劫 

黑下 x2 

白下 x3 

黑下 x4 

(一) 

(二) 

(四) 

(五) 

(三) 

MIN 

MAX 

MIN 

MAX 

黑白方利益差= 

k+x1+Xodd-(w1+Xeven) 

黑白方利益差= 

b2+Xeven-(k+x1+Xodd) 
黑白方利益差= 

k+x1+Xodd-(w2+Xeven) 

黑白方利益差= 

b1+Xeven-(k+x1+Xodd) 

黑白方利益差= 

x1+Xeven-(k+Xodd) 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

…
… 

是 
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 接下來的研究成果是在 2007 年由國立台灣師範大學資訊工程所林玉祥所提

出，在他的碩士論文《電腦圍棋中考慮使用損劫之打劫策略研究》[5]中，除了

考慮本劫之外，另外再延伸，考慮了使用損劫的情形。損劫也是圍棋實戰中常見

的一種劫材，使用了這種劫材，在對方應劫後，我方會遭受到損失，因此損劫的

使用將使劫爭的問題複雜化了許多。與[9]相同的首先透過棋步價值的定義，進

而定義了劫爭、劫材及有價值棋步的價值，除此之外還定義了劫材的損值，根據

劫爭以及雙方劫材價值的分布情形來討論使用的策略。由 MiniMax 搜尋的策略

原則來推論雙方使用劫材的條件，隨後利用利益窮舉的方法來判斷最大可以獲得

的利益。 

 

    在[5]中，首先分別定義了參數：劫爭價值 k、黑白方劫材 bi和 wi(包含劫材

價值和劫材損值)、有價值棋步 X=(x1,x2,x3,…)，x1 ≥ x2 ≥ x3...> 0、雙方劫材價值

下限 BKTVL 和 WKTVL 、雙方使用劫材的累積損值 B_damage 和 W_damage、

勝劫方在此劫爭中能夠獲得的最大利益 MaxProfit、目前檢查是否可以得到的利

益 profit 以及表示雙方各是否找到符合條件的劫材 B_find 和 W_find(0 表示未找

到符合條件的劫材,1 表示找到符合條件的劫材)等。接著設定檢查的利益範圍

profit = MaxProfit 到-(MaxProfit-1)，開始測詴可以獲得的最大利益，並且找出白

方提劫後黑方最佳的下一步。黑方使用一個符合條件的劫材，白方接下來找一個

符合條件的劫材與之對應，在每回合的劫材對應中測詴是否可以得到當前的最大

利益。此處最重要的是在於每回合測詴的時候要同時的調整劫材價值下限和劫材

損值的上限，並且要累積目前使用劫材的損值(B_damage 和 W_damage)，符合下

列條件的劫材才會考慮使用： 

B[i][0](黑方劫材價值) ≧ BLTVL+(B_damage–W_damage) 

B[i][1](黑方劫材損值) ≦ MaxProfit–profit+ (W_damage-B_damage) 

W[j][0] (白方劫材價值) ≧ WKTVL+(W_damage–B_damage) 

W[j][1] (白方劫材損值) < MaxProfit+profit+(B_damage-Wdamage) 
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接下來針對雙方是否找到符合條件的劫材，分成以下四種情況(表 2.1)： 

 

表 2.1 劫材判斷對應表[5] 

 B_find W_find 

甲 1 1 

乙 1 0 

丙 0 1 

丁 0 0 

甲. 雙方都找到符合條件的劫材，因此繼續尋找雙方是否還有其它滿足條件且尚

未使用的劫材來接應。 

乙. 白方找不到接應黑的劫材，黑方可得到目前的檢查利益 profit，黑下第一個符

合條件的劫材，程式結束。 

丙. 黑方找不到符合條件的劫材，白方尚有符合條件的劫材可以接應，檢查下一

個利益。 

丁. 黑方找不到符合條件的劫材，雖然白方也找不到劫材，但由於白方先提劫，

因此黑方必頇先找劫材的關係，黑方無法得到目前的檢查利益 profit，檢查下

個利益。 

 

 [5]中用流程圖(圖 2.3)來表示完整的演算流程，在這個演算流程下，利用利

益窮舉的方式，找出在考慮使用損劫的條件下可以獲得的最大利益，以及選擇正

確的劫材來進行打劫。在損劫的損值相同時能夠迅速的獲得最佳解，而損劫不同

時，可以透過此演算法來搜尋，能夠在 7 分鐘左右處理雙方各 16 個劫材的數量。 

 

 但由於解題的方法是利用利益窮舉的搜尋方式，因此會造成在劫材個數變多

時，搜尋的時間會急遽的上升；並且尚未能找出當損劫之損值不同時的打劫策
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略，因此我們也會對損劫做處理。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 2.3 損劫演算流程圖[5] 

白方剛提劫 

黑下 x1 

結束 

黑下 x1 

結束 

x1+Xeven-(k+Xodd) < 0? 

 

profit > -MaxProfit? 

將 B 及 W 中所有劫材標記為未使用 

B_damage=0; W_damage=0; t=1; 

尋找 B 中第一個滿足條

件 4-2，且未被標記為使

用的 Bi 

標記 Bi為使用； 

bt←Bi; t++; B_find=1; 

B_damage = B_damage+B[i][1]; 

存在 Bi? 

B_find=0 

尋找 W 中第一個滿足條

件 4-3，且未被標記為使

用的 Wj 
標記 Wj為使用； 

W_find=1; 

W_damage = W_damage 

+ W[j][1]; 

存在 Wj? 

W_find=0 

B_find=1? 

W_find=1

? 

黑下 b1 

結束 

profit--; BKTVL--; 

WKTVL++; 

否 

是 

是 

否 

否 

是 

是 

是 

是 

否 
情況甲 

情況乙 

情況丙 

情況丁 

否 

否 

MaxProfit = k+Xodd-(x1+Xeven); profit = MaxProfit; 

BKTVL = 2(k+Xodd-Xeven); WKTVL = 2x1+1; 
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第三節  研究動機 

 在圍棋的對局中，劫爭隨處可見，甚至到每局都必產生打劫的情況，尤其是

在棋力高強的棋手對弈中，甚至會出現動輒數十手或是數百手的大劫爭，因此打

劫問題是圍棋技藝中重要的一部分。 

 人類的圍棋對局裏，一般在優勢的情況下，會較保守的穩扎穩打，無頇挑起

劫爭；而在劣勢的情況下，挑起劫爭，以求劫裡逃生，獲取較大的利益企圖扭轉

戰局。但是未善加斟酌，而貿然打劫或是逃避打劫，都可能會讓居於劣勢的一方

逆轉戰局。因此，我們在思考這個打劫問題時，不考慮打劫前的局勢以及雙方的

利益差，我們探討的目標是在此局部的劫爭當中，在理想的情況下應該如何獲取

最大的利益，進而求出最佳解。 

 由於先前的研究加入了知識導向的因素在，在直觀的定義下並未能考慮到所

有可能獲得更大利益的情況，尚未能判定為最佳。因此本論文為了能夠得到最佳

的利益，需要將全部的可行著手都列入考量，分別的進行討論、證明各個分支，

最後再來推廣，希望藉此得到最佳的利益以及最佳的手順。 

 

 



17 

 

第三章  單一劫爭的打劫策略-本劫 

 

第一節  解題方法 

 本劫是各種劫爭中最單純、最簡單，也是最重要的一種，據統計，本劫在圍

棋對局的打劫中，佔了 90%以上的高比例，其他種類的劫爭，都是本劫的延伸與

複雜版本，因此我們由本劫的問題開始討論。 

 

 我們重新探討在本劫的條件下並且盤面為單一劫爭的打劫策略，首先我們在

打劫的過程中，將所有可能發生的情況都納入考慮，來確保不會發生可能獲得更

大利益的情況被忽略。因此，在每個情況下都必頇考慮到提劫、消劫、應劫、取

得有價值棋步價值、黑方或白方使用劫材及黑方或白方取得劫材價值這六個選

擇。利用 MiniMax[1]的搜尋原則搭配圍棋的規則建構出打劫的流程圖。接下來

利用 bottom up[2]的方法來比較利益差，將不可能走到的分支砍掉，來找到決策

的判斷式，由此我們可以得到在不同劫爭價值、有價值棋步、雙方劫材下我們最

佳的決策。最後再討論了有價值棋步循環的問題，當某一方在劫材具有絕對優勢

的情況下，可以使用劫材來換取有價值棋步，進而獲得更大的利益，我們得到一

個遞迴的條件式來決定是否要進行有價值棋步循環的交換。由此，我們成功地獲

得本劫的最佳策略。 

 

 首先我們定義起始盤面及策略中所用到的參數；起始盤面設定為黑方造劫開

始，而白方為先手方。這裏所說的造劫可能是黑方刻意造的，也有可能是黑方不

小心形成的劫型，我們由此開始討論是因為考慮到劫爭最早形成的情況，白方可

以選擇提劫或是取得有價值棋步的價值。 
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所使用到的參數為： 

(1). k 付表劫爭價值，k > 0。 

(2). 黑方劫材 b1…bm，b1 ≥ b2 ≥ … ≥ bm > 0；接下來的討論裏，為了討論的方便，

我們皆用 b1，來付稱黑方劫材 b1...bm。 

(3). 白方劫材 w1…wn，w1 ≥ w2 ≥ … ≥ wn > 0；接下來的討論裏，為了討論的方

便，我們皆用 w1，來付稱白方劫材 w1...wn。 

(4). 盤面上的有價值棋步 X = ( x1, x2, x3, ...) ,  x1 ≥ x2 ≥ x3 ≥ ... >0。 

(5). xu+1 為目前盤面上最大的有價值棋步。 

(6). Xeven = xu+2 + xu+4 + xu+6 + ... ， Xeven 為目前盤面上最大有價值棋步之後的

所有偶數項有價值棋步價值的總合。 

(7). Xodd = xu+3 + xu+5 + xu+7 + ...， Xodd 為目前盤面上最大有價值棋步之後的所有

奇數項有價值棋步價值的總合。 

(8). 白黑利益差為白方所得到的利益減去黑方所得到的利益。 

(9). 黑白利益差為黑方所得到的利益減去白方所得到的利益。 

 

 首先在本章中，先預設雙方都未使用損劫，考慮損劫的情況，留在下一章討

論。我們由本章第二節到第五節都先不討論有價值棋步循環的問題，將此問題保

留到第六節討論。第二節先從最簡單的情況開始討論，假設盤面上只有數個有價

值棋步，沒有劫材的情形，第三節探討了單方面一個劫材的情況，第四節討論了

單方面多個劫材的情況，第五節為雙方面多個劫材的情況，最後第六節討論了有

價值棋步循環的情況。 

 

注意：在本論文中，為了簡潔起見，決策樹左右二分支的條件通常一邊是「>」，

另一邊是「<」。當相等時，兩個分支均可以走，效果是一樣的，因此在決策樹中

先不考慮等號的情形。 
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第二節  沒有劫材的情況 

 在假設雙方沒有劫材的情況下，盤面上的利益只剩下劫爭的價值及有價值棋

步。針對不同有價值棋步個數的情況做以下分析，我們可以得到在不同的劫爭價

值及有價值棋步下，劫爭落在不同的有價值棋步的區間，雙方該如何取得最佳的

利益： 

 

(1). 只有一個有價值棋步：如圖 3.1 所示，黑方造劫後，白方可以選擇提劫或是

取得有價值棋步 x1，因此我們可以藉由兩個分支的白黑利益差來找出白方最

佳的著手。白方選擇提劫得到的白黑利益差為 k-x1，白方選擇先取有價值棋

步 x1 得到的白黑利益差為 x1-k。因此可以找出 k>x1 時白方會選擇左邊的分

支選擇提劫，k<x1 時白會選擇右邊的分支先取 x1，當 k=x1 時白方選擇提劫

或是取有價值棋步 x1利益是相同的，因此等號的情形就先不討論。 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.1 無劫材，一個有價值棋步 

 

(2). 恰有二個有價值棋步：我們與先前的方法相同，由最底層的第一個分支開始

討論。圖 3.2 所示，虛線(I)標示的子樹中，比較白方選擇消劫或是白方選擇

取得有價值棋步 x2 的白黑利益差，可以得知： 

黑造劫 

白提劫 白 x1 

黑 x1 黑消劫 

白消劫 

b: k 

w: x1 

b: x1 

w: k 

k>x1 k<x1 
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 k>x2  白方會選擇消劫 

 k<x2  白方會取得有價值棋步 x2 

而虛線(II)標示的子樹中，也利用相同方法可以得知： 

 k>x2  黑方會選擇消劫 

 k<x2  黑方會取得有價值棋步 x2 

 

得到兩個子樹的條件式後，將所得到的兩個條件式再繼續 bottom up 到上一層，

針對 k>x2 與 k<x2 進行討論： 

(a). 當 k>x2 時 

若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 k，黑方利益為 x1+x2。 

若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 x1+x2，黑方利益為 k。 

因此在 k>x2 的條件下，白方選擇左邊的分支，白黑利益差為 k-x1-x2；白方選擇

右邊的分支，白黑利益差為 x1+x2-k，將兩個條件式比較後得到： 

 k>x1+x2  白方會走左邊的分支 

 k<x1+x2  白方會選擇右邊的分支 

 

(b). 當 k<x2 時 

若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 x2，黑方利益為 k+x1。 

若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 k+x1，黑方利益為 x2。 

在 k<x2 的條件下，可以發現白方所抉擇的是取得 x2 的利益或是取得 k+x1 的利

益。根據已知條件 x1 ≥x2，得到 k+x1 必定大於 x2，白必定選擇右邊的分支，取得

有價值棋步 x1，因此圖 3.2(I)中，右邊的分支就可以砍掉。 
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圖 3.2 無劫材，二個有價值棋步 

 利用此方法我們可以得到圖 3.3，當劫爭在不同有價值棋步的區間時，雙方

會如何的取得劫爭價值及有價值棋步。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.3 無劫材，二個有價值棋步砍完後 

黑造劫 

白提劫 白 x1 

黑 x1 黑 x2 

白消劫 白 x2 白提劫 

黑消劫 

黑虛手 

白消劫 

黑提劫 

白虛手 

黑消劫 

b: x1+x2 

w: k 

b: k+x1 

w: x2 

b: k 

w: x1+x2 

b: x2 

w: k+x1 

(I) 

(II) 

黑造劫 

白提劫 白 x1 

黑 x1 黑 x2 

白消劫 白提劫 

黑消劫 

黑虛手 

白消劫 

b: x1+x2 

w: k 

b: k 

w: x1+x2 

b: x2 

w: k+x1 

k>x1+x2 k<x1+x2 

k<x2 k> x2 
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(3). 恰有三個有價值棋步：圖 3.4 所示，我們先分別討論子樹(I)及子樹(II)，利用

先前的方法得到兩子樹的決策圖(圖 3.5)，將所得到的條件式再繼續 bottom 

up 到上一層，針對三個有價值棋步區間 k>x2、x2>k>x3 及 k<x3 進行討論： 

(a). 當 k>x2 時  

 若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 k+x3，黑方利益為 x1+x2。 

 若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 x1+x2，黑方利益為 k+x3。 

在 k>x2 條件下，白方選擇左邊的白黑利益差為 k+x3-x1-x2，白方選擇右邊的白黑

利益差為 x1+x2-k-x3，將兩個條件式比較後得到：  

 k>x1+x2-x3  白方會走左邊的分支 

 k<x1+x2-x3  白方會走右邊的分支 

 

(b). 當 x2>k>x3 時 

 若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 x2+x3，黑方利益為 k+x1。 

 若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 k+x1，黑方利益為 x2+x3。 

因為 x1 ≥x2，並且由已知條件 k>x3，可以得到 k+x1 必定大於 x2+x3。所以在 x2>k>x3

的條件下，白方必定會選擇右邊的分支，白取得有價值棋步 x1，因此以 x2>k>x3

為條件，往左走的分支可以砍掉。 

 

(c). 當 k<x3 時 

 若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 k+x2，黑方利益為 x1+x3。 

 若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 x1+x3，黑方利益為 k+x2。 

因為 x1 ≥x2，並且由已知條件 k<x3，可以得到 x1+x3 必定大於 k+x2。所以在 k<x3

的條件下，白方必定會選擇右邊的分支，白取得有價值棋步 x1，因此以 k<x3 為

條件，往左走的分支可以砍掉。 
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 經由以上三個 case 的討論，我們將不會走到的分支砍掉，可以得到當劫爭

在不同有價值棋步區間時，雙方會如何取得劫爭價值及有價值棋步的條件式，如

圖 3.6 所示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.4 無劫材，三個有價值棋步 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

白消劫 

黑造劫 

白提劫 白 x1 

黑 x1 黑 x2 

白消劫 白 x2 

黑消劫 

黑提劫 

黑消劫 

b: x1+x2 

w: k+x3 

b: k+x3 

w: x1+x2 

黑 x3 

白 X3 

黑消劫 

白提劫 

白消劫 

白 x3 

黑 x3 

b: k+x1 

w: x2+x3 

b: x1+x3 

w: k+x2 

b: x2+x3 

w: k+x1 

b: k+x2 

w: x1+x3 

(I) 

(II) 
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(I)                     (II) 

圖 3.5 無劫材，三個有價值棋步 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.6 無劫材，三個有價值棋步砍完後 
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白 x1 

黑 x2 黑消劫 

b: k+x3 

w: x1+x2 

黑消劫 

白提劫 

白消劫 

白 x3 

黑 x3 

b: x2+x3 

w: k+x1 

b: k+x2 

w: x1+x3 

k>x2 k<x2 

k>x3 k<x3 

黑造劫 

白提劫 白 x1 

黑 x1 黑 x2 

白消劫 

黑消劫 

b: x1+x2 

w: k+x3 

b: k+x3 

w: x1+x2 

黑消劫 

白提劫 

白消劫 

白 x3 

黑 x3 

b: x2+x3 

w: k+x1 

b: k+x2 
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k>x1+x2-x3 k<x1+x2-x3 

k>x2 k<x2 

k>x3 k<x3 
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(4). 恰有四個有價值棋步 

如圖 3.7 所示，我們利用相同的方法將子樹(I)、(II)利用黑白利益差及白黑利

益差的判斷，找出條件式(圖 3.8)，再 bottom up 到上一層，針對所找到的 4

個條件式，k>x2+x4、x2+x4>k>x3+x4、x3+x4>k>x4 及 k<x4 做判斷比較 : 

(a). 當 k>x2+x4 時 

 若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 k+x3，黑方利益為 x1+x2+x4。 

 若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 x1+x2+x4，黑方利益為 k+x3。 

在 k>x2+x4 條件下，將白方選擇左邊分支或右邊分支的兩個白黑利益差比較後，

可以得到 : 

 k>x1+x2-x3+x4  白方會走左邊的分支 

 k<x1+x2-x3+x4  白方會走右邊的分支 

 

(b). 當 x2+x4>k>x3+x4 時 

 若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 x2+x3+x4，黑方利益為 k+x1。 

若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 k+x1，黑方利益為 x2+x3+x4。 

因為 x1 ≥x2，並且由已知條件 k>x3+x4，可以得到 k+x1 必定大於 x2+x3+x4。所以

在此條件下，白方必定會選擇右邊的分支，白取得有價值棋步 x1。因此以

x2+x4>k>x3+x4 為條件，往左走的分支可以砍掉。 

 

(c). 當 x3+x4>k>x4 時 

 若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 k+x2，黑方利益為 x1+x3+x4。 

 若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 x1+x3+x4，黑方利益為 k+x2。 

因為 x1 ≥x2，並且由已知條件 x3+x4>k，可以得到 x1+x3+x4 必定大於 k+x2。所以

在此條件下，白方必定會選擇右邊的分支，白取得有價值棋步 x1。因此以

x3+x4>k>x4 為條件，往左走的分支可以砍掉。 
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(d). 當 k<x4 時 

 若白方選擇左邊的分支白提劫：白方利益為 x2+x4，黑方利益為 k+x1+x3。 

 若白方選擇右邊的分支白取 x1：白方利益為 k+x1+x3，黑方利益為 x2+x4。 

因為 x1 ≥x2，並且 x3 ≥x4，可以得到 k+x1+x3 必定大於 x2+x4。所以在此條件下，

白方必定會選擇右邊的分支，白取得有價值棋步 x1。因此以 k<x4 為條件，往左

走的分支可以砍掉。 

 

 經由以上四個 case 的討論，將不會走到的分支砍掉，可以得到當劫爭在不

同有價值棋步區間時，雙方會如何取得劫爭價值及有價值棋步的條件式，如圖

3.9 所示。 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.7 無劫材，四個有價值棋步 
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  (I)          (II) 

圖 3.8 無劫材，四個有價值棋步 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.9 無劫材，四個有價值棋步砍完圖 
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 使用相同的方法，我們可以得到無劫材，多個有價值棋步的條件判斷圖。因

此我們可以整理發現一些規律，在不同有價值棋步的個數，根據計算各個區間的

價值，可以決定劫爭的價值落在不同大小區間時，雙方該如何取得最佳的利益。 

 

不同有價值棋步情況下，各個區間的條件值：(在數軸上，越右邊其值越大) 

(a). 一個有價值棋步： 

 

 

(b). 二個有價值棋步： 

 

 

(c). 三個有價值棋步： 

 

 

(d). 四個有價值棋步： 

 

 

(e). 五個有價值棋步： 

 

 

(f). 六個有價值棋步： 

 

 

 

 

 

x4 x3+x4 x2+x4 x1+(x2-x3)+x4 

x2 x1+x2 

x3 x2 x1+(x2-x3) 

x4+x6 x6 x5+x6 x3+(x4-x5)+x6 x2+(x4-x5)+x6 x1+(x2-x3)+(x4-x5)+x6 

x5 x4 x1+(x2-x3)+(x4-x5) x3+(x4-x5) x2+(x4-x5) 

x1 
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利用以上的整理，我們可以取得建立有價值棋步區間的一個規律，假設我們每個

有價值棋步條件區間的首項為 xt，Xeven 為在 xt 之後偶數項的和，Xodd 為在 xt 之

後奇數項的和： 

(a). 當有價值棋步區間條件的首項(xt)為奇數時，條件式為首項加上偶數項的和

減去奇數項的和，以 xt+(Xeven-Xodd)表示。 

(b). 當有價值棋步區間條件的首項(xt)為偶數時，條件式為首項加上偶數項的和

減去奇數項的和再加回第一項奇數項，以 xt+(Xeven-Xodd)+xt+1 表示。 

 

而有價值棋步區間的使用方式，以六個有價值棋步為例，我們可以將其分為

七個有價值棋步區間，由右到左且由大到小分為(I)號到(VII)號區間，如圖 3.10

所示。這些區間中(I)、(III)、(V)、(VII)等我們稱為奇數區間；反之，(II)、(IV)、

(VI)則稱為偶數區間。 

 

假設劫爭價值 k 落在(V)號區間，由圖 3.11 表示，白黑雙方會先輪流取有價

值棋步，(白取 x1，黑取 x2，白取 x3)。由於(V)號區間介於 x4+x6及 x5+x6 之間，

因此接下來黑方會取得有價值棋步 x4，白方會選擇取得劫爭的價值 k，由於白方

無法直接選擇消劫，因此白方先提劫，黑方取得有價值棋步 x5 的價值，接下來

白方會消劫，黑方再取得有價值棋步 x6 的價值。所以白方得到的利益為 k+x1+x3，

黑方得到的利益為 x2+x4+x5+x6。 

 

假設當劫爭價值 k 落在(VI)號區間時，由圖 3.12 表示，白黑雙方先輪流取有

價值棋步，(白取 x1，黑取 x2，白取 x3，黑取 x4)，由於(VI)號區間介於 x5+x6及

x6 之間，因此接下來白方取得有價值棋步 x5後，黑方會選擇取得劫爭價值 k，因

為黑方可以直接消劫，所以當黑方消劫後，雙方再輪流將剩下的有價值棋步取

完。所以白方得到的利益為 x1+x3+x5+x6，黑方得到的利益為 k+x2+x4。 
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圖 3.10 六個有價值棋步區間圖 

 

 

 

 

 

 

圖 3.11 有價值棋步區間(V) 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.12 有價值棋步區間(VI) 

 

 由上面兩了例子來看，當劫爭價值 k 落在(V)號區間時，白方會取得劫爭的

價值，但是需要花兩手的棋步才可以取得。當劫爭價值 k 落在(VI)號區間時，黑

方會取得劫爭的價值，因為起始盤面是黑造劫，因此黑方可以直接消劫，花一手

棋就可取得劫爭的價值。 

 

x4+x6 x6 x5+x6 x3+(x4-x5)+x6 x2+(x4-x5)+x6 x1+(x2-x3)+(x4-x5)+x6 

(I) (II) (IV) (III) (V) (VI) (VII) 

x4 x6 x5 x3 x2 x1 k 

白方取得的利益：x1+x3+k 

黑方取得的利益：x2+x4+x5+x6 

x4 x6 x5 x3 x2 x1 k 

白方取得的利益：x1+x3+x5+x6 

黑方取得的利益：x2+x4+k 
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繼續的對不同有價值棋步個數及不同的有價值棋步區間做探討，我們規納出

了兩個規則：  

(a). 當劫爭價值 k 位於奇數區間時，白方會取得劫爭價值 k，但是白方需要

使用兩手才會取得劫爭價值 k。 

(b). 當劫爭價值 k 位於偶數區間時，黑方會取得劫爭價值 k，因為起始盤面

是黑造劫，因此黑方可以直接花一手取得劫爭價值 k。 

 

由於在此條件下沒有劫材的變數在，所以雙方可以得到的利益一開始就決

定。透過有價值棋步區間的建立，找到在無劫材且多個有價值棋步的條件下，雙

方最佳的下法。 

 

 

第三節  單方一個劫材的情況 

由於直接的加入多個劫材這個變數，會使問題變得十分複雜，因此我們先對

比較簡單情況做討論，亦即單方面一個劫材的情況。首先必頇找到可以使用劫材

的時機，根據上一節所得到的規則繼續探討。 

 

(1). 討論一：劫爭價值 k 位於有價值棋步的奇數區間 

 假設只有黑方有一個劫材 b1： 

白方會花兩手取得劫爭價值，因此黑方可以在白方提劫後，使用劫材 b1 來

獲得更大的利益。 

 假設只有白方有一個劫材 w1： 

白方會花兩手取得劫爭價值，但是由於黑方沒有要取得劫爭價值，因此在此

情形下，白方劫材 w1沒有用處。 
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(2). 討論二：劫爭價值 k 位於有價值棋步的偶數區間 

 假設只有黑方有一個劫材 b1： 

黑方直接消劫，取得劫爭價值，但是由於白方沒有要取得劫爭價值，因此在

此情形下，黑方劫材 b1 沒有用處。 

 假設只有白方有一個劫材 w1： 

黑方直接消劫，取得劫爭價值，但是由於白方沒有要取得劫爭價值，因此在

此情形下，白方劫材 w1 沒有用處。 

 

經由上面兩點的討論後，我們可以得到只有黑方有一個劫材 b1 的使用時機。 

時機為劫爭價值 k 位於有價值棋步的奇數區間時，白方會花兩手取得劫爭價值，

但是在白方提劫後，黑方可以使用劫材來獲取更大的利益。我們把使用劫材時機

的條件一般化來討論，下圖 3.13 所示，k 介於有價值棋步的奇數區間，一開始白

黑雙方輪流取得有價值棋步，取到 xi，在有價值棋步的奇數區間條件下 i 為偶數，

當白提劫時，黑方可以使用劫材 b1 來爭取更大的利益。因此我們可以將接下來

的盤面簡化成初始盤面為白提劫及剩下的有價值棋步 xi+1…xz來討論。 

 

 

 

 

圖 3.13 使用劫材時機一般化圖 

 

為了討論的方便，我們再次的詳細定義所要討論的盤面；初始盤面為白提

劫，輪黑方選擇要使用劫材或是取得有價值棋步，並且黑方劫材只有一個 b1，白

方沒有劫材。由於接下來討論的有價值棋步為 xi+1...xz，為了討論的方便，我們

剩下的有價值棋步定義為 x1…xz，所以劫爭的範圍定義為 k>x1+Xeven-Xodd。 

 

xi xz xi+1 x3 x2 x1 … … 

k 
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 首先我們討論只有一個有價值棋步的情形，展開圖為圖 3.14 所示。與先前

的方法相同，由最底層的第一個分支開始討論，圖 3.14 虛線框中的子樹(I)。黑

方選擇左邊的分支，黑方取得劫材價值 b1，得到的黑白利益差為 b1-k-x1；而黑

方選擇右邊的分支，黑方取得有價值棋步價值 x1，得到的黑白利益差為 x1-k。因

此利用兩邊的利益差可以推得兩個條件式： 

 當 b1>2x1 時，黑會選擇左邊的分支，黑取得劫材 b1 的價值 

 當 b1<2x1 時，黑會選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1 

 

取得條件式後，在此先討論圖 3.14 中標示 A 的分支，由已知得到

k>x1+Xeven-Xodd，所以白方在此不會先取得利益較低的 x1，因此分支 A 可以先砍

掉。接著繼續 bottom up 往上一層，針對 b1>2x1 及 b1<2x1 討論黑方使用劫材 b1

後，白方會如何選擇，如圖 3.15。 

(a). 當 b1>2x1 時 

若白方選擇左邊分支(白消劫)的白黑利益差為 k+x1-b1。 

 若白方選擇右邊分支(白應劫)的白黑利益差為 x1-k。 

將此兩式消去相同項、移項比較後，可以得到： 

 當 b1<2k 時，白會選擇左邊的分支，白消劫 

 當 b1>2k 時，白會選擇右邊的分支，白應劫 

 

(b). 當 b1<2x1 時 

白方選擇左邊分支(白消劫)，白黑利益差為 k-x1 

 白方選擇右邊分支(白應劫)，白黑利益差為 x1-k 

因為由已知得到 k>x1+Xeven-Xodd，所以白方必走左邊的分支，白消劫。 
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利用目前得到的三個條件式 b1<2x1、2k>b1>2x1 及 b1>2k，再 bottom up 到圖

3.14 的最上一層討論，目前盤面為白提劫，輪黑方選擇使用劫材 b1 或是取得有

價值棋步 x1。 

(a). 當 b1<2x1 時 

若黑方選擇左邊的分支(黑使用劫材 b1)，黑白利益差為 x1-k。 

若黑方選擇右邊的分支(黑取得有價值棋步 x1)，黑白利益差為 x1-k。 

黑方選擇左邊跟右邊得到的利益差相同，但是黑方選擇左邊的分支會浪費一個劫

材，因此黑方不會選擇左邊的分支，所以黑方必定選擇取得有價值棋步 x1。 

 

(b). 當 2k>b1>2x1 時 

若黑方選擇左邊的分支(黑使用劫材 b1)，黑白利益差為 b1-k-x1。 

若黑方選擇右邊的分支(黑取得有價值棋步 x1)，黑白利益差為 x1-k。 

將此兩式消去相同項、移項比較後，可以得到： 

 當 b1>2x1 時，黑會選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1 

 當 b1<2x1 時，黑會選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1 

 

(c). 當 b1>2k 時 

若黑方選擇左邊的分支(黑使用劫材 b1)，黑白利益差為 k-x1。 

若黑方選擇右邊的分支(黑取得有價值棋步 x1)，黑白利益差為 x1-k。 

因為由已知得到 k>x1+Xeven-Xodd，所以黑方必走左邊的分支，黑使用劫材 b1。 

 

經由以上的討論我們可以得到圖 3.15，當黑方劫材 b1 在不同大小時，黑方

可以決定會不會去使用此劫材。 
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圖 3.14 一個劫材，一個有價值棋步 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.15 一個劫材，一個有價值棋步砍完圖 

 

 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 

b: k 

w: x1 

b: x1 

w: k 

白應劫 

黑取 b1 

白 x1 

b: b1 

w: k+x1 

b1>2x1 b1<2x1 

b1<2k b1>2k 

(I) 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 

b: k 

w: x1 

b: x1 

w: k 

白應劫 白 x1 

黑 x1 黑取 b1 

白 x1 白應劫 

b: b1 

w: k+x1 

b: x1 

w: k 

A 

B 
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接下來繼續討論恰有二個有價值棋步的情形，先將其展開，如圖 3.16 所示，

我們利用相同的辦法做利益差的比較，一步一步 bottom up 後，可以得到整理好

的圖 3.17，當黑方劫材 b1 在不同大小時，黑方可以決定會不會去使用此劫材。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.16 一個劫材，二個有價值棋步 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.17 一個劫材，二個有價值棋步砍完圖 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 

b: k 

w: x1+x2 

b: x1+x2 

w: k 

白應劫 

黑 x1 黑取 b1 

白 x1 白 x2 

b: b1+x2 

w: k+x1 

b: x1+b1 

w: k+x2 

白應劫 

黑 x2 

 

黑取 b1 黑 x2 

b: x1+x2 

w: k 

b1>2x1 b1<2x1 

b1<2(k-x2) 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 

b: k 

w: x1+x2 

b: x1+x2 

w: k 

白應劫 

黑取 b1 

白 x1 

b: b1+x2 

w:k+ x1 

b1>2(k-x2) 
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 再多討論了幾個不同有價值棋步的情形後，我們可以發現前面三層是固定

的，如圖 3.18 所示，而每增加一個有價值棋步，就會在圖中所標示的(I)、(II)和

(III)分支的結尾多增加一個尾巴，但是會在(IV)號分支下方卻增加一個分支。由

以上的討論發現(IV)號分支到最後是可以砍掉的，其砍掉的方式都是 bottom up

到最上一層，在條件下(IV)號分支與(I)號分支做比較，結果皆為必定走(I)號分

支，因此最後的決策會剩下(I)、(II)和(III)分支。因此接下來要証明不論是在奇數

的條件下或是偶數的條件下皆會成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.18 一個劫材，有價值棋步增加 

 

 

 

 

 

 

(IV) 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

黑 x1 黑取 b1 

白 x2 白應劫 

(I) (II) 

(III) 
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定理一 ：若只有一個劫材、N 個有價值棋步，N 為奇數時，上述(I)、(II)和(III)

以外的分支皆會被砍掉。 

 

證明： 

對 N 做數學歸納法的證明，N=1 時如上所述，很明顯成立。 

假設 N=g-1 時也成立且 g-1 為偶數。由於此處條件為 N=g-1，因此我們在此證明

中 Xeven=x2+x4+…+xg-1，Xodd=x3+x5+…+xg-2。圖 3.19 所示，比較此圖虛線框中表

示的子樹，可以得到兩個條件式，當 b1>2xg-1 時，白方會選擇左邊的分支；當

b1<2xg-1 時，白方會選擇右邊的分支。最後當這兩個條件 bottom up 到最上一層，

黑方在此兩個條件的決策下，會將左邊的分支砍掉，因此我們可以得到以下條件

式： 

(a). b1>2xg-1 

若黑方選擇左邊的分支，黑方使用劫材 b1，得到的黑白利益差為

x1+Xodd+xg-1-k-Xeven-xg-1。 

若黑方選擇右邊的分支，黑方取得有價值棋步 x1，得到的黑白利益差為

x1+Xeven-k-Xodd。 

因為由假設黑方必定選擇右邊的分支，所以將兩式的利益差做比較可以得到條件

一：b1<2(Xeven-Xodd)。 

 

(b). 2xg-2>b1>2xg-1 

若黑方選擇左邊的分支，黑方使用劫材 b1，得到的黑白利益差為

b1+x1+Xodd-k-Xeven。 

若黑方選擇右邊的分支，黑方取得有價值棋步 x1，得到的黑白利益差為

x1+Xeven-k-Xodd。 

因為由假設黑方必定選擇右邊的分支，所以將兩式的利益差做比較可以得到條件

二：Xeven-Xodd>xg-1。 
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則 N=g 時，g 為奇數，由圖 3.20 所示，在每條路徑的尾端增加了一個 xg的價值。

並且在圖 3.20 中增加了一個分支，以虛線框表示，於此子樹中先比較其利益差，

再將此二條件式 bottom up 到最上層討論： 

(1). b1<2xg 

若黑方選擇左邊的分支，黑方使用劫材 b1，得到的黑白利益差為

x1+Xodd+xg-k-Xeven。 

若黑方選擇右邊的分支，黑方取得有價值棋步 x1，得到的黑白利益差為

x1+Xeven-k-Xodd-xg。 

將兩式消去相同項，移項後做比較，再根據條件二，可以得到黑方選擇右邊分支

的利益，必定大於左邊分支的利益，因此在 b1<2xg 的條件下，左邊的分支可以

砍掉。 

 

(2). 2xg-1>b1>2xg 

若黑方選擇左邊的分支，黑方使用劫材 b1 ，得到的黑白利益為

b1+x1+Xodd-k-Xeven-xg。 

若黑方選擇右邊的分支，黑方取得有價值棋步 x1，得到的黑白利益差為

x1+Xeven-k-Xodd-xg。 

將兩式消去相同項，移項後做比較，再根據條件一，可以得到黑選擇右邊分支的

利益，必定大於左邊分支的利益，因此在 b1<2xg 的條件下，左邊的分支可以砍

掉。 

Q.E.D 
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圖 3.19 奇數個有價值棋步證明圖 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

黑 x1 黑取 b1 

白 x2 白應劫 

黑 xg-2 

白 xg-1 白應劫 

黑 xg-1 黑取 b1 

b:b1+Xeven 

w:k+x1+Xodd 

b:k+Xodd 

w:x1+Xeven 

b: x1+Xeven 

w: k+Xodd 

b:x1+Xodd+xg-1 

w:k+Xeven-xg-1 

b:b1+x1+Xodd 

w:k+Xeven 
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圖 3.20 奇數個有價值棋步證明圖 2 

 

定理二：若只有一個劫材、N 個有價值棋步，N 為偶數時，上述(I)、(II)和(III)

以外的分支皆會被砍掉。 

證明：用相同的證明方法，我們也可以很簡單的得到 N 為偶數時，也會有相同

的結果。 

 

最後我們重新整理黑方有單一劫材、多個有價值棋步的展開圖及其判斷的條件式

為何。如圖 3.21，在下層白方選擇消劫或是應劫的白黑利益差比較後，可以得到： 

 當 b1>2(k-Xeven+Xodd)時，白方會選擇消劫 

 當 b1<2(k-Xeven+Xodd)時，白方會選擇應劫 

 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

黑 x1 黑取 b1 

白 x2 白應劫 

白 xg-1 

 

黑 xg 黑取 b1 

白 xg 白應劫 

b:b1+Xeven 

w:k+x1+Xodd+xg 

b:k+Xodd+xg 

w:x1+Xeven 

b: x1+Xeven 

w: k+Xodd+xg 

b:x1+b1+Xodd 

w:k+Xeven+xg 

b: x1+Xodd+xg 

w:k+Xeven 



42 

 

再 bottom up 到上一層，我們分別討論了在這兩個條件下的情況，可以得到： 

 當 b1>2x1 時，黑方會選擇使用劫材 

 當 b1<2x1 時，黑方會選擇取有價值棋步 x1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.21 單一劫材結論圖 

 

我們經由此節的證明，可以得到以下幾個結論： 

(1). 黑方使用劫材的條件為：b1>2x1 時，黑方使用劫材會獲得較大的利益。 

(2). 白方是否會應劫或是不理劫材進行消劫的條件為：b1>2(k-Xeven+Xodd)。 

(3). 黑方在使用劫材後，如果對方不理劫材而消劫，黑方最佳的下一手為取得劫

材價值。 

 

b1>2x1 b1<2x1 

b1<2(k-Xeven+Xodd) b1>2(k-Xeven+Xodd) 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

黑取 b1 

b:b1+Xeven 

w:k+x1+Xodd 

b:k+Xodd 

w:x1+Xeven 

b: x1+Xeven 

w: k+Xodd 



43 

 

第四節  單方多個劫材的情況 

 利用第三節得到的黑方劫材是否使用的條件式及白方是否會理會劫材的條

件式，可以將劫材分為三種，圖 3.22 表示，劫材由大到小分別為： 

 集合 A，黑方劫材價值很大，白方必定會應劫 

 集合 B，黑方劫材價值中等，白方不會理，但是黑方可以藉由使用它們得到

利益 

 集合 C，黑方劫材價值太小，黑方不會使用 

 

 

 

 

 

圖 3.22 單方面多個劫材分布圖 

 

接下來考慮黑方的劫材分布在不同的集合中，黑方該如何使用這些劫材。 

(1). 黑方的劫材全部分布於集合 A： 

因為白方會應劫，黑方無法獲得劫材的價值，因此黑方會由集合 A 中最小

的劫材開始使用。 

 

(2). 黑方的劫材全部分布於集合 B： 

因為白方不會理此種劫材，黑方可以獲得劫材的價值，因此黑方會由集合 B

中最大的劫材開始使用。 

 

(3). 黑方的劫材全部分布於集合 C： 

劫材價值太小了，所以黑方不會使用集合 C 的劫材。 

A B 

C 
白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 
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(4). 黑方的劫材僅分布於集合 A 及集合 B： 

假設 b1 為集合 A 的劫材，b2 為集合 B 的劫材； 

 

黑方使用劫材 b1 得到的黑白利益差為：k-Xeven+Xodd-x1 

黑方使用劫材 b2 得到的黑白利益差為：b2+Xeven-k-x1-Xodd 

 因為，由前提 b2<2(k-Xeven+Xodd) 

所以 b2+Xeven-k-x1-Xodd<2(k-Xeven+Xodd) +Xeven-k-x1-Xodd 

可以推得 b2+Xeven-k-x1-Xodd<k-Xeven+Xodd-x1 

 

所以黑方使用劫材 b1得到的利益必定會大於黑方使用劫材 b2 得到的利

益，因此黑方會優先使用集合 A 的劫材。 

 

 

第五節  雙方多個劫材的情況 

 討論完單方面多個劫材的情況後，我們開始思考，當黑方使用劫材之後，白

方會怎麼也使用他自己的劫材來對應。如圖 3.23，當黑方使用 A 集合的劫材後，

白方會選擇應劫，然後黑方會選擇提劫，接下來換白方使用劫材，因為此時有價

值棋步並未改變，所以白方的劫材也可以利用相同的方式分成三種，劫材由大到

小分別為： 

 集合 D，白方劫材價值很大，黑方必定會應劫 

 集合 E，白方劫材價值中等，黑方不會理，但是白方可以藉由使用得到利益 

 集合 F，白方劫材價值太小，白方不會使用 
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圖 3.23 雙方皆有劫材 

 

 因此我們可以找到打劫的主路徑，雙方輪流使用集合 A 與集合 D 的劫材。

當某一方的劫材較少，先使用完較大的劫材集合 A 或劫材集合 D 時，才會使用

價值較小的劫材集合 B 或劫材集合 E 中的劫材。 

例如，黑方的劫材集合 A 比白方的劫材集合 D 中的數量多，因此當白方使用完

劫材集合 D 時，接下來只能使用劫材集合 E，讓黑方消劫；但此時黑方可以繼續

使用劫材集合 A 與白方的劫材集合 E 交換，當黑方使用完劫材集合 A 時，黑方

再進行消劫的動作，讓白方取得劫材價值。 

 

 

  

D E 

F 
黑提劫 

白 w1 白 x1 

黑消劫 黑消劫 黑應劫 

A B 

C 
白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 
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第六節  有價值棋步循環 

 根據上一節的結果我們可以得知，黑方的劫材可以分成集合 A、B 及 C，白

方的劫材可以分成集合 D、E 及 F；黑白雙方開始打劫時會先分別使用劫材集合

A 與集合 D，當某一方消耗完時，只能使用價值較小的劫材集合 B 或是集合 E，

讓對方消劫。但是當某一方只剩下價值最小的劫材集合 C 或是集合 F 時，劫材

多的那一方可以仗著劫材的優勢，不立刻消劫，會先等對方提劫後，再找劫材來

將劫爭提回來。使用有價值棋步的循環，使用得好，可以獲得更大的利益，但是

如果誤用了，勢必會造成損失，因此我們接下來要考慮有價值棋步循環的問題。  

 

 由於有價值棋步循環發生的情況是在於當一方無符合條件的劫材可用時，因

此我們從這個情況開始討論，如圖 3.24 所示，在兩個箭頭標示的分支會進行有

價值棋步循環的判斷。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.24 有價值棋步循環時機 

 

 

白 x2 

黑 x2 

有價值棋步循環 

有價值棋步循環 

D E 

F 
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A B 

C 
白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 
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 由於兩個有價值棋步循環的時機對黑方及白方來看是對稱的，因此我們假設

黑方的劫材比較多來討論。在這邊討論的初始盤面先設定為白取得有價值棋步

x1 開始；黑方在此時可以選擇消劫或是取得有價值棋步 x2，再輪到白方可以選擇

提劫或是取得有價值棋步 x3，接下來再繼續往下面展開，圖 3.25 表示當有價值

棋步個數為奇數時，展開到結束盤面的狀況，最後一個有價值棋步使用 xg表示。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.25 有價值棋步為奇數，展開到結束的盤面 

 

 

 

黑 x2 
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 利用 bottom up 的方式來證明，所以我們先從最底部的第一個分支開始討

論，圖 3.26 表示。利用先前得到的規律，我們可以很容易的找到白提劫後的三

個分支的判斷式，b1<2xg、2k>b1>2xg、b1>2xg，將這三個條件式 bottom up 到上

一層，輪白方選擇提劫或是取有價值棋步 xg。分別對這三個條件式做比較： 

 

(1). b1<2xg 

若白方選擇左邊的分支白提劫，白黑利益差為 xg-2+k-xg-1-xg。 

 若白方選擇右邊的分支白取得有價值棋步，白黑利益差為 xg-2+xg-k-xg-1。 

將相同項消去，所以往左邊分支的白黑利益差為 k-xg，往右邊分支的白黑利益差

為 xg-k。因為 k>xg，因此白方必定選擇左邊的分支。 

 

(2). 2k>b1>2xg 

若白方選擇左邊的分支白提劫，白黑利益差為 xg-2+k+xg-xg-1-b1。 

 若白方選擇右邊的分支白取得有價值棋步，白黑利益差為 xg-2+xg-k-xg-1。 

將相同項消去，往左邊分支的白黑利益差為 k-b1，往右邊分支的白黑利益差為

-k，因為 2k>b1，因此白方必定選擇左邊的分支。 

 

(3). b1>2xg 

若白方選擇左邊的分支白提劫，白黑利益差為 xg-2+xg-xg-1-k。 

若白方選擇右邊的分支白取得有價值棋步，白黑利益差為 xg-2+xg-k-xg-1。 

因為左右分支的利益相同，白選擇左邊的分支可以浪費黑方一個劫材，因此白方

必定選擇左邊的分支。 

 

由以上三個條件可以得知，在任何條件下白方必定不會走最右邊的分支，因此圖

3.26 的虛線框(II)這條分支可以砍掉。再 bottom up 到上一層，分別也利用此三個

條件做討論。 
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(1). b1<2xg 

若黑方選擇左邊的分支黑消劫，黑白利益差為 k+xg-xg-1-xg-2。 

 若黑方選擇右邊的分支黑取得有價值棋步，黑白利益差為 xg-1+xg-xg-2-k。 

將相同項消去，所以往左邊分支的黑白利益差為 k-xg-1，往右邊分支的黑白利益

差為 xg-1-k。因為 k>xg-1，因此黑方必定選擇左邊的分支。所以圖 3.26 中的虛線

框(I)這條分支可以砍掉。 

 

(2). 2k>b1>2xg 

若黑方選擇左邊的分支黑消劫，黑白利益差為 k+xg-xg-1-xg-2。 

 若黑方選擇右邊的分支黑取得有價值棋步，黑白利益差為 xg-1+b1-xg-xg-2-k。 

將相同項消去，所以往左邊分支的黑白利益差為 k+xg-xg-1，往右邊分支的黑白利

益差為 xg-1+b1-k-xg。所以可以得到在此條件下，當 b1<2(k+xg-xg-1)時，黑會選擇

走左邊的分支，黑消劫；當 b1>2(k+xg-xg-1)時，黑會選擇走右邊的分支，黑取得

有價值棋步 xg-1。 

 

(3). b1>2xg 

若黑方選擇左邊的分支黑消劫，黑白利益差為 k+xg-xg-2-xg-1。 

若黑方選擇右邊的分支黑取得有價值棋步，黑白利益差為 xg-1+k-xg-xg-2。 

將相同項消去，所以往左邊分支的黑白利益差為 xg-xg-1，往右邊分支的黑白利益

差為 xg-1-xg。因為 xg-1>xg，所以黑方必定選擇走右邊的分支。 

 

利用前面的討論，我們可以得到在底層砍完後的決策圖，如圖 3.27 所示。 
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圖 3.26 有價值棋步循環，底層展開圖 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.27 有價值棋步循環，底層展開圖 1 砍完圖 

 

討論完最底層後，再繼續 bottom up 到上一層，如圖 3.28 所示，左邊的分支

可以利用之前的方式很快的找到這顆子樹的判別式，右邊的子樹為先前的討論結

果。因此我們可以把此顆展開樹分成 A~F 的分支，針對不同的條件式來討論。 
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(1). b1<2xg-2，分支 C 與 D 比較 

若白選擇左邊的分支白提劫，白黑利益差為 k+xg-xg-3-xg-2-xg-1。 

若白選擇右邊的分支白取有價值棋步，白黑利益差為 xg-2+xg-1-xg-3-xg-k。 

將相同項消去，可以得到白方選擇左邊分支的白黑利益差為 k+xg-xg-2-xg-1，白方

選擇右邊分支的白黑利益差為 xg-2+xg-1-k-xg。將兩式移項後可以得到左式等於 k，

右式等於 xg-2+xg-1-xg；因為由已知 k>x1+(x2-x3)+...+(xg-1-xg)，所以在此條件下白

方必定走左邊的分支。 

 

(2). 2(k-xg-1+xg)>b1>2xg-2，分支 A 與 D 比較 

白選擇左邊的分支白提劫，白黑利益差為 k+xg-2+xg-xg-3-xg-1-b1。 

白選擇右邊的分支白取有價值棋步，白黑利益差為 xg-2+xg-1-xg-3-xg-k。 

將相同項消去，可以得到白方選擇左邊分支的白黑利益差為 k+xg-b1-xg-1，白方選

擇右邊分支的白黑利益差為 xg-1-k-xg。將兩式移項後可以得到左式等於

2(k+xg-xg-1)，右式等於 b1，由已知條件 2(k-xg-1+xg)>b1，所以在此條件下白方必

定走左邊的分支。 

 

經由(1)及(2)的討論後，可以將分支 D 砍掉。 

 

(3). 2k>b1>2(k-xg-1+xg)，分支 B 與 E 比較 

若白選擇左邊的分支白提劫，白黑利益差為 xg-2+xg-1-xg-3-k-xg。 

若白選擇右邊的分支白取有價值棋步，白黑利益差為 xg-2+ k+xg-xg-3-xg-1-b1。 

將相同項消去後，左邊分支的白黑利益差為 xg-1-k-xg，右邊分支的白黑利益差為

k+xg-xg-1-b1。將兩式移項後可以得到左式等於 b1，右式等於 2(k+xg-xg-1)。由已知

條件 b1>2(k-xg-1+xg)，所以在此條件下白方必定走左邊的分支。 

 

 



52 

 

(4). b1>2k，分支 B 與 F 比較 

若白選擇左邊的分支白提劫，白黑利益差為 xg-2+xg-1-xg-3-k-xg。 

若白選擇右邊的分支白取有價值棋步，白黑利益差為 xg-2+xg-xg-3-xg-1-k。 

將相同項消去後，左邊分支的白黑利益差為 xg-1-xg，右邊分支的白黑利益差為

xg-xg-1。因為 xg-1>xg，所以在此條件下白方必定走左邊的分支。 

 

經由(3)及(4)的討論後，可以將分支 E 及分支 F 砍掉。 

 

我們經由這裡的討論可以得到將不可能走到的分支砍掉的決策圖，如圖 3.29。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 3.28 有價值棋步循環，底層展開圖 2 
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圖 3.29 有價值棋步循環，底層展開圖 2 砍完圖 

 

 根據以上的證明，再繼續 bottom up 到上一層，我們發現就會跟最底層的結

構相同。所以在此架構下會是每 bottom up 兩層會得到相同的結構。因此我們就

可以推得有價值棋步循環，在有價值棋步為奇數的條件判斷圖，以圖 3.30 表示。

一開始黑方利用 b1 與 2(k-Xeven+Xodd)做比較，來決定是否要進行有價值棋步循環

的情形，一旦黑方使用劫材後，白方會依照劫材的大小來決定是否要應劫。雖然

黑白雙方判斷的條件式相同，但是因為黑方一旦取得有價值棋步後，有價值棋步

會少一個，因此 Xeven 與 Xodd 會不相同。而有價值棋步為偶數的情況，利用同樣

的手法也可以證明。 
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圖 3.30 有價值棋步循環，頂層展開圖 

 

 由以上的證明我們可以發現一個規律就是，黑方每經過一次有價值棋步循

環，就會少二個有價值棋步；所以在這種情況可能造成白方原本沒有可以使用的

劫材，但是因為有價值棋步的改變，而造成黑白雙方可用的劫材個數變多。因此

我們設計了一個遞迴的演算法，來決定黑方是否要進行有價值棋步的循環。此遞

迴的演算法為在此情況下，當有價值棋步被取走後，就會遞迴判斷是否要取得有

價值棋步。 
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第四章  單一劫爭的打劫策略-損劫 

 

第一節  考慮損劫，單方一個劫材的情況 

 損劫也是圍棋裡常常出現的一種劫材。損劫，顧名思義，就是我方使用了這

種劫材後，當對方應劫，我方就會遭受到損失的一種劫材。因此考慮是否要使用

損劫，成為了一種兩難的情況。思考完單一劫爭在本劫的情況下，不使用損劫的

打劫策略後，我們詴著將損劫的因素加入考量。首先定義損劫的參數，在先前的

討論裏只有定義劫材的價值 b1,...,bm 及 w1,...,wn，而現在我們將雙方的每個劫材

增加了另一個參數：劫材的損值 b1',....,bm'及 w1',....,wn'，劫材的價值與劫材的損

值皆為正值。但是不相同的是當我方使用劫材後，假使我方取得劫材價值，則在

我方的利益加上劫材價值；假使我方使用劫材後，對方應劫，則我方無法取得劫

材價值，相對的讓自己遭受到損值的損失。 

 損劫的使用與否，我們利用先前第三章第三節得到的結果我們可以得到劫材

的使用時機，我們由這個打劫的時間點開始討論。初始盤面為白提劫及剩下的有

價值棋步定義為 x1,...,xz，劫爭價值 k>x1+Xeven-Xodd。在這裏我們也先由最簡單的

情況，黑方只有一個劫材的情況開始討論。 

 圖 4.1 為考慮損劫的條件下，恰有一個有價值棋步且黑方有一個劫材的展開

圖。我們由最下面一層開始 bottom up 討論其利益差。最底層的盤面為白消劫，

輪黑方選擇取得有價值棋步 b1 的價值或是取得有價值棋步。因此我們利用兩條

分支的黑白利益差可以推得兩個條件式： 

 當 b1+b1'>2x1 時，黑方會選擇左邊的分支，黑取得劫材的價值 

 當 b1+b1'<2x1 時，黑方會選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 
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我們繼續 bottom up 到上一層，根據 b1+b1'>2x1 及 b1+b1'<2x1 這兩個條件式做討

論。 

(a). 當 b1+b1'>2x1 時 

若白方選擇左邊分支白消劫，白黑利益差為 k+x1-b1。 

 若白方選擇右邊分支白應劫，白黑利益差為 x1+b1'-k。 

將兩式消去相同項，移項比較後，可以得到： 

 當 b1+b1'<2k 時，白方會選擇左邊的分支，白消劫 

 當 b1+b1'>2k 時，白方會選擇右邊的分支，白應劫 

 

(b). 當 b1+b1'<2x1 時 

若白方選擇左邊分支白消劫，白黑利益差為 k+b1'-x1。 

 若白方選擇右邊分支白應劫，白黑利益差為 x1+b1'-k。 

將兩式消去相同項，移項比較後，可以得到左邊分支的白黑利益差為 k-x1，右邊

分支的白黑利益差為 x1-k。由已知條件可以得知 k>x1，因此在此條件下，白方必

定選擇左邊的分支。 

 

由以上的判斷，我們可以找到三個條件式 b1+b1'>2k、2k>b1+b1'>2x1 及 b1+b1'<2x1，

接下來再將此三個條件式 bottom up 到最上層進行討論。目前的盤面為白提劫，

輪黑方選擇使用劫材 b1 或是取得有價值棋步 x1。 

 

(a). 當 b1+b1'>2k 時 

若黑方選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1，黑白利益差為 k-x1-b1'。 

若黑方選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1，黑白利益差為 x1-k。 

經由移項比較後，可以得到： 
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 當 b1'<2(k-x1)時，黑方會選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1 

 當 b1'>2(k-x1)時，黑方會選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1 

 

(b). 當 2k>b1+b1'>2x1 時 

若黑方選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1，黑白利益差為 b1-k-x1。 

若黑方選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1，黑白利益差為 x1-k。 

將兩式消去相同項，移項比較後可以得到： 

 當 b1>2x1 時，黑方會選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1 

 當 b1<2x1 時，黑方會選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1 

 

(c). 當 b1+b1'<2x1 時 

若黑方選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1，黑白利益差為 x1-k-b1'。 

若黑方選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1，黑白利益差為 x1-k。 

將兩式消去相同項，移項後可以得到，右邊分支的利益必定大於左邊分支的利

益，因此黑方必走右邊，所以往左邊的分支可以砍掉。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.1 考慮損劫，一個劫材，一個有價值棋步 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

黑 x1 黑取 b1 

白 x1 白應劫 

b:b1 

w:k+x1 

b:k 

w:x1+b1' 

b: x1 

w: k 

b:x1 

w:k+b1' 

b1+b1'>2x1 b1+b1'<2x1 

b1+b1'<2k b1+b1'>2k 
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我們繼續對以上的討論做整理，由討論(a)可以得到：當 b1+b1'>2k且b1'<2(k-x1)

時，黑方會選擇左邊的分支(使用劫材 b1)，然後白方會選擇右邊的分支(白應劫)；

由討論(b)可以得到：當 2k>b1+b1'>2x1 且 b1>2x1 時，黑方會選擇左邊的分支(使用

劫材 b1)，然後白方會選擇左邊的分支(白消劫)。其他的情形則黑方會選擇右邊的

分支，黑方取得有價值棋步 x1。 

 

首先，對討論 (a)的條件做整理。因為 b1'<2(k-x1)，移項後可以得到

2x1+b1'<2k，又因為 b1+b1'>2k，所以可以推得 b1>2x1。 

 

接下來，對討論(b)的條件做整理。因為 2k>b1+b1'且 b1>2x1，所以 2k>2x1+b1'，

移項之後可以得到 b1'<2(k-x1)。 

 

我們整理後可以發現討論(a)與討論(b)，具有相同的條件式，因此我們將此

相同的條件式整合，可以得到黑方判斷是否使用劫材 b1 的條件式為 b1>2x1 且

b1'<2(k-x1)，如圖 4.2 所示。 
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圖 4.2 考慮損劫，一個劫材，一個有價值棋步決策圖 

 

 接下來繼續討論考慮損劫的情況下，恰有二個有價值棋步且黑方有一個劫材

的情形。我們利用相同的方法做利益差的比較，一步一步 bottom up 後可以得到

初步整理好的圖 4.3。接下來我們針對初步所得到的四個條件式做討論： 

(a). 當 b1+b1'>2(k-x2)時 

若黑方選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1，黑白利益差為 k-x1-x2- b1'。 

若黑方選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1，黑白利益差為 x1+x2-k。 

將兩式比較後可以得到： 

 當 b1'<2(k-x1-x2)時，黑方會選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1 

 當 b1'>2(k-x1-x2)時，黑方會選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1 

 

(b). 當 2(k-x2)> b1+b1'>2x1時 

若黑方選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1，黑白利益差為 b1+x2-k-x1。 

若黑方選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1，黑白利益差為 x1+x2-k。 

將兩式比較後可以得到： 

 

b1+b1'<2k b1+b1'>2k 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

黑取 b1 

白 x1 

b:b1 

w:k+x1 

b:k 

w:x1+b1' 

b: x1 

w: k 

(b1>2x1) and( b1'<2(k-x1)) 
otherwise 
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 當 b1>2x1 時，黑方會選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1 

 當 b1<2x1 時，黑方會選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1 

 

(c). 當 2x1> b1+b1'>2x2 時 

若黑方選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1，黑白利益差為 x1+x2-k- b1'。 

若黑方選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1，黑白利益差為 x1+x2-k。 

將兩式消去相同項後，可以得到右邊分支的黑白利益差必定大於左邊分支的黑白

利益差，所以黑方必定選擇走右邊的分支，亦即黑取得有價值棋步 x1。因此在此

條件下，往左走的分支可以砍掉。 

 

 

(d). 當 2x2> b1+b1'時 

若黑方選擇左邊的分支，黑使用劫材 b1，黑白利益差為 x1+ b1-k-x2。 

若黑方選擇右邊的分支，黑取得有價值棋步 x1，黑白利益差為 x1+x2-k。 

將兩式消去相同項後，黑方選擇左邊分支的黑白利益差為 b1-x2，黑方選擇右邊

分支的黑白利益差為 x2。因為由前提 2x2>b1+b1'，可以推得 2x2-b1'> b1。因此

b1-x2<x2- b1'<x2，所以黑方必定選擇右邊的分支，亦即黑取得有價值棋步 x1。 

 

我們由此發現，與先前考慮損劫的條件下、恰有一個有價值棋步且黑方有一個劫

材的情況相同，會剩下討論(a)與討論(b)繼續整理。同樣在整理後可以發現討論

(a)與討論(b)，具有相同的條件式，因此我們將此相同的條件式整合，可以得到

黑方判斷是否使用劫材 b1 的條件式為 b1>2x1 且 b1'<2(k-x1-x2)，如圖 4.4 所示。 
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圖 4.3 考慮損劫，一個劫材，二個有價值棋步初步整理圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.4 考慮損劫，一個劫材，二個有價值棋步決策圖 

 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 

b: k 

w: x1+x2+b1' 

b: x1+x2 

w: k 

白應劫 

黑 x1 黑取 b1 

白 x1 白 x2 

b: b1+x2 

w: k+x1 

b: x1+b1 

w: k+x2 

白應劫 

黑 x2 

 

黑取 b1 黑 x2 

b: x1+x2 

w: k+b1' 

b1+b1'>2x2 b1+b1'<2x2 

b1+b1'<2x1 b1+b1'>2x1 

b1+b1'>2(k-x2) b1+b1'<2(k-x2) 

(b1>2x1) and( b1'<2(k-x1-x2)) otherwise 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 

b: k 

w: x1+x2+b1' 

b: x1+x2 

w: k 

白應劫 

黑取 b1 

白 x1 

b: b1+x2 

w: k+x1 

黑 x2 
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根據以上的討論，我們可以發現與先前第三章第三節(不考慮損劫且黑方具有

一個劫材)的情況相同。在此決策樹裏，前三層是固定的，如圖 4.5 所示，而每增

加一個有價值棋步，則會在圖中標示的(I)、(II)和(III)分支的結尾增加一個尾巴，

但是會在(IV)號分支下方增加一個分支。我們利用與第三章第三節證明定理一相

同的手法，可以證明(IV)號分支是可以砍掉的，不影響決策。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4.5 考慮損劫，一個劫材，有價值棋步增加 

 

將不會影響決策的分支砍掉後，我們將有價值棋步的個數繼續推廣，如圖

4.6 所示。利用相同的方法，由底層開始討論，再將所得到的條件 bottom up，將

條件整理後可以得到黑方在考慮使用損劫的條件下，是否使用劫材 b1 的條件為

b1>2x1 且 b1'<2(k-x1-Xeven+Xodd)。而當 b1+b1'<2(k-Xeven+Xodd)時，白方會選擇不理

會黑方劫材而消劫；當 b1+b1'>2(k-Xeven+Xodd)時，白方會選擇應劫。 

 

 

(IV) 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

黑 x1 黑取 b1 

白 x2 白應劫 

(I) (II) 

(III) 
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圖 4.6 考慮損劫，單一劫材決策圖 

 

第二節  損劫的結論 

 我們利用前一節的結果，我們可以得到黑方劫材是否使用的條件式及白方是

否會理會劫材的條件式。因此我們可以用第三章第四節相同的方法，將黑方劫材

分成三種：集合 A、集合 B、集合 C，如圖 4.7 所示。 

 

 

 

 

 

圖 4.7 考慮損劫，單方面多個劫材 

 

 目前損劫的部分只能判定劫材的使用條件及對方是否會應劫，但是尚未證明

損劫的使用方式。但是依照我們的猜測，損劫應該也是可以利用 bottom up 比較

利益差的方式證明出來的。 

 

A B 

C 
白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

b1>2x1 and b1'<2(k-x1-Xeven+Xodd) otherwise 

b1+b1'<2(k-Xeven+Xodd) b1+b1'>2(k-Xeven+Xodd) 

 

白提劫 

黑 b1 黑 x1 

白消劫 白消劫 白應劫 

b:b1+Xeven 

w:k+x1+Xodd 

b:k+Xodd 

w:x1+b1'+Xeven 

b: x1+Xeven 

w: k+Xodd 
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第五章  結論與未來研究方向 

 在本論文裏，我們將打劫過程中所有可能發生的情況都納入考慮，來確保不

會有可能獲得更大利益的情況被忽略，利用 MiniMax 的搜尋原則來建構出打劫

的流程圖，在預設擁有各種需要的盤面資訊下，求出在目前盤面的情況下最佳的

打劫策略。利用 bottom up 的方式，來比較 MiniMax 利益差，將不可能走到的分

支砍掉，來找到決策的判斷式。 

 

 一開始我們先討論了單一劫爭的本劫問題，我們利用討論、證明的方式得到

了開始打劫的時間點、使用劫材的條件、是否回應對方的劫材。利用這些條件的

決策，我們可以快速的決定下一步的最佳策略。除此之外，我們還另外討論了有

價值棋步循環的問題，當我方劫材具有優勢時，是否會進入有價值棋步循環的交

換。最後我們討論了單一劫爭在考慮損劫的情況下的本劫問題，目前已經找出損

劫是否會使用的條件判斷式。但是如何使用損劫卻尚未證明出來，在未來研究的

首要目標是將損劫的部分完全的解出來，進而討論其他劫爭的情形。 
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